Wichtige Kenntnisse der Linearen Algebra

In Kapitel 3 der Vorlesung werden wir sehen (und in Kapitel 6 vertiefen), dass zur Be-
schreibung von Quantensystemen mathematische Begriffe aus dem Gebiet der Linearen Algebra
erforderlich sind. Insbesondere Vektorrdume und lineare Operatoren sind dabei sehr wichtig.
Vieles davon kennen Sie aus fritheren Vorlesungen, aber moglicherweise sind Thnen die Zusam-
menhédnge nicht immer bewusst. Die folgenden Ausfithrungen sollen Thnen dabei helfen.

1 Vektorraume

In MaMeI haben wir in (5.11) die allgemeine Definition eines Vektorraums gegeben. Fiir einen
Vektorraum bené6tigt man eine Menge V von Vektoren, einen Zahlenkérper K und zwei Rechen-
operationen, namlich die Addition v 4+ w von Vektoren und die Multiplikation cv von Vektoren
mit Skalaren (also Elementen aus K). Die Rechenoperationen miissen dabei den Axiomen aus
(5.11) geniigen.

Das Paradebeispiel fiir einen Vektorraum ist der R3. Wir hatten in MaMeI aber auch schon
gesehen, dass Vektorrdume von Funktionen gebildet werden kénnen. Solche Funktionenrdume
sind fiir die Quantenmechanik sehr wichtig. Als Beispiel hatten wir den Raum K, [x] betrachtet,
der aus den Polynomen vom Grad < n mit Koeffizienten in K besteht.

Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. Dies ist eine Menge von Vektoren B = {v1,va,...,vN}
von minimaler Méchtigkeit mit der Eigenschaft, dass sich jedes v € V als Linearkombination der
v; schreiben lésst, d.h.

v = Z Civ; (1)

i=1
mit geeigneten Koeflizienten ¢; € K. Man sagt daher, eine Basis sein ein ,,minimales Erzeugen-
densystem” von V, da sich jeder Vektor geméf (1) durch die Basisvektoren ausdriicken lésst.
Aufgrund der Minimalitiit der Basis ist diese Darstellung — fiir gegebenes B — immer eindeutig.!

Auf vielen Vektorrdumen kann man — zusétzlich zu den in der Definition (5.11) geforderten
beiden Rechenoperationen — auch noch ein Skalarprodukt zwischen Vektoren definieren. Aus
dem R3 ist uns das natiirlich wohlbekannt. Dort schreiben wir dafiir ¢ - . In den abstrakten
Vektorrdumen der Quantenmechanik benutzt man stattdessen die Schreibweise (v|w). Das sieht
schicker aus. Formal ist ein Skalarprodukt eine Abbildung V xV — K, die gewisse Eigenschaften
besitzt. Zum Beispiel muss gelten

(ulv + w) = (ulv) + (u|lw) und (v|cw) = c(v|w) .

Insbesondere gilt fiir ein Skalarprodukt stets (v|v) > 0. Und (v|v) = 0 gilt dann und nur dann,
wenn v = 0 (d.h., v ist der Nullvektor in V). Bei Vorliegen eines Skalarprodukts kann man des-
halb die Norm eines Vektors definieren als ||v|| := \/(v|v). (Im Fall des R? mit seinem iiblichen
Skalarprodukt entspricht die Norm gerade der Lénge von v.) Auflerdem kann man den Begriff
der Orthogonalitét einfithren: zwei Vektoren v und w mit (v|w) = 0 heiBen orthogonal.

Eine Orthonormalbasis B = {v1,v2,...,un} ist eine Basis mit besonders schénen Eigen-
schaften. Sie besteht aus Vektoren der Norm 1, die paarweise orthogonal zueinander sind. D.h.
es gilt (v;v;) = &;;. Im Fall des R3 ist z.B. {€,, €, €.} eine Orthonormalbasis.

!Beachten Sie aber: Die Basis eines Vektorraums ist nicht eindeutig bestimmt. Es gibt sogar fast immer
unendlich viele verschiedene Basen fiir einen Vektorraum.



Beispiel fiir einen Funktionenraum mit Orthonormalbasis: Die Menge
Cll—m, 7] :={f : [-m, 7] = R | f ist stetig differenzierbar} (2)

der stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Intervall [—, 7] bildet einen Vektorraum iiber
R. Die Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren ist punktweise definiert als?

(f +9)(@) = f(z) + g(x) wnd (cf)(z):=cf(z). (3)

Man sieht schnell ein, dass diese beiden Rechenoperationen alle Axiome aus (5.11) in MaMel
erfiillen. So gilt z.B. f +g = g+ f, da fiir jedes z € [—m, 7] gilt (f + g)(z) = f(z) + g(x) =
g(x) + f(x) = (9 + f)(x). Das neutrale Element der Vektoraddition ist die Nullabbildung e mit
e(z) = 0 fiir jedes z € [—, 7.

Geméf der Theorie der Fourier-Reihen (vgl. MaMe IT) kann man jedes Element aus C![—, 7]
als (unendliche) Linearkombination von Sinus- und Kosinus-Funktionen schreiben, d.h.

f(z) = % + 3 [an cos(nz) + by sin(nz)] .
n=1

Dementsprechend bildet die Menge B = {1,sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x), ...} eine Basis fiir
C'[—m, m]. Thre Méchtigkeit — und damit die Dimension des Vektorraums — ist unendlich.?

Auf C![—7, 7] kann man ein Skalarprodukt definieren als

(flo) = [ F@ge)d 0

Beziiglich dieses Skalarprodukts sind die obigen Basisvektoren paarweise orthogonal, da z.B.
gilt ["_cos(nx) cos(max) dz = mdpm,. Indem wir die Basisvektoren noch entsprechend normieren,

erhalten wir mit
B’:{ 1 sin(z) cos(x) sin(2z) cos(2x) }
\/%7 \/77_ Y \/77_ ) \/77_ ) ﬁ 9

eine Orthonormalbasis fiir C'[—, 7].

()

2 Lineare Operatoren

Die Vektorrdume in der Quantenmechanik werden von den Wellenfunktionen gebildet. Messpro-
zesse an Quantensystemen werden wir durch bestimmte lineare Operatoren beschreiben. Deren
mathematische Definition lautet folgendermaflen:

Definition: Sei V ein Vektorraum iiber K. Ein linearer Operator ist eine Abbildung ¢ : V — V
mit der Eigenschaft, dass fiir alle Vektoren v, w € V und Skalare ¢ € K gilt

p(v+w) = o) +p(w) und @) = cp(v) . (6)

2Um den mathematischen Gehalt der Zeile (3) zu verstehen, muss man sich den Unterschied zwischen f und
f(z) ins Gedéchtnis rufen: f bezeichnet die Funktion, wohingegen f(z) den Funktionswert von f an der Stelle x
bezeichnet. Die Gleichung (f + g)(z) := f(x)+ g(z) bedeutet also, dass wir die Funktion f+ g dadurch definieren,
dass wir ihr an der Stelle  den Funktionswert f(z)+ g(x) zuweisen. Da x dabei alle Werte aus [—, 7] durchliuft,
erhalten wir auf diese Weise eine Funktionsvorschrift auf dem gesamten Intervall.

3Bitte beachten Sie, dass wir hierbei wieder die in der Physik iibliche Notation verwenden und z.B. mit sin(z)
die Funktion (und nicht den Funktionswert) meinen.



Beispiele:
a) Streckung: Sei V ein beliebiger Vektorraum iiber dem Korper K und A € K eine feste Zahl.
Dann ist die Abbildung

@: V=V mit p(v) =X

ein linearer Operator. Denn es gilt (v + w) = Av +w) = v+ Aw = p(v) + p(w) und
o(cv) = AMew) = ¢(Av) = cp(v).

b) Drehung: Wir betrachten den Vektorraum V' = R? mit Basis {€}, €,}. Auf V definieren wir
eine Abbildung D durch die Vorschrift

~

D(v) = (cos vy +sinavy)é, + (—sinav, + cosavy)éy fir v=v,€, + vyey . (7)

GeméB Beispiel II im Kapitel 5 von MaMel stellt D eine Drehung um den Winkel o dar. Man
kann wieder direkt nachrechnen, dass die Abbildungsvorschrift die Eigenschaften in (6) besitzt.
Man kann sich diese auch geometrisch klarmachen: Es ist gleichwertig, ob man zwei gegebene
Vektoren v und w zuerst addiert und anschliefend den Summenvektor v 4+ w dreht oder zuerst
v und w einzeln dreht und danach aufaddiert. Folglich ist D ein linearer Operator.

c) Ableitung: Als Beispiel fiir einen Funktionenraum betrachten wir noch den Raum V = K, [z]
der Polynome vom Grad < n. Auf V definieren wir die Abbildung A als Ableitung nach z, d.h.

P d

A(f) =, fir f e Kafa]. (8)

Aufgrund der Eigenschaften von Ableitungen [vgl. (3.2a) in MaMeI] ist A ein linearer Operator.

Lineare Operatoren als Matrizen: Einen linearen Operator kann man immer als eine Ma-
trix auffassen — unabhéngig davon, wie abstrakt der zugrundeliegende Vektorraum V ist. Die
Wirkung des Operators wird dann einfach beschrieben durch die Multiplikation der Matrix mit
Spaltenvektoren. Dazu muss man lediglich eine feste Basis B von V wéhlen. Da sich jeder Vektor
v in eindeutiger Weise als Linearkombination der Basisvektoren schreiben lédsst, kann man ihn
als einen Spaltenvektor ®(v) auffassen, dessen Eintrige gerade die Entwicklungskoeffizienten c¢;
in (1) sind. Nach (5.12) in MaMeI nennt man ®(v) den Koordinatenvektor zu v.

Die Berechnung der zu einem linearen Operator gehorigen Matrix gestaltet sich besonders
einfach, wenn B eine Orthonormalbasis ist. Das ist im obigen Beispiel b) der Fall. Die Matrix-
eintrige erhélt man hier iiber die Formel

Dyj = (&]D(&)) . 9)

Um den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte zu finden, muss man also das Bild ﬁ(é’j)
des j-ten Basisvektors unter D bestimmen und dieses vermoge des Skalarprodukts auf den i-ten
Basisvektor projizieren. Wegen D(€,) = cos a &, — sina €, und ﬁ(éy) = sina €, + cos a €y nach
(7) erhalten wir die Matrix

(Dyj) = <

Unter Verwendung von Koordinatenvektoren und dieser Matrix kann man die Vorschrift in (7)
nun auch schreiben als

(D)8 (0) = < csa  sina ) < v ) _ < cos vy + sinav, > o (bw) . (o

—sina  cosa Uy — Sin v + COS vy

cosa  sina
—sina cosa ’



In der Quantenmechanik werden wir stets mit Orthonormalbasen arbeiten. Deshalb geniigt
es, wenn Sie diese Art der Berechnung der zu einem linearen Operator gehérigen Darstellungs-
matrix kennen. Der Vollstdndigkeit zuliebe betrachten wir aber auch noch das obige Beispiel
¢), in dem keine Orthonormalbasis vorliegt.

Als Basis des K,,[z] hatten wir in MaMeT die Menge B = {1, 2,22 23,...,2"} der Monome
kennengelernt. Wir bezeichnen die Basisvektoren hier als fy, f1, fo,...,fn. Um die Darstellungs-
matrix des Ableitungsoperators bzgl. dieser Basis zu berechnen, miissen wir wieder zunéchst die
Bilder der Basisvektoren bestimmen:

A(fo) =0, A(f) =1, A(f2)=22=2f1, A(fs) =32>=3fa, ..., A(fn) =na""' =nfn_1.

In die j-te Spalte der Matrix (A;;) schreiben wir nun die Entwicklungskoeffizienten des Bildvek-
tors A(f;) bzgl. der Basis B (d.h., wir driicken A(f;) als Linearkombination in der Basis B aus,
was in den obigen Gleichungen bereits geschehen ist). Die Matrix lautet somit

01 00 ... 0
0 2 0 0
0 0 0 3 0
(A= . . . . :
0 0 0O n
00 0 O 0

Wir kénnen uns davon {iberzeugen, dass diese Matrix tatséchlich eine Ableitung darstellt. Dazu
withlen wir ein allgemeines Element f(z) = Y _, ax 2® aus K,[z] und bilden die Ableitung:

n
A(f) :Zkakxk_l =a1+2as2 +3as 2> + .. .nap "t .
k=1

Wenn wir stattdessen mit Koordinatenvektoren und der Matrix arbeiten, sieht das so aus:

01 00 0 ag aj
00 2 0 0 aq 2a9
0003 ...0 as 3as .
et ={ . . .. e | =] [=e(An) . ay
00 0O0 ... n : nay,
0000 ...0 an 0

Tatséichlich ist die Wirkung der Matrix (A;;) auf den Koordinatenvektoren also dquivalent zur
Wirkung des Operators A auf den Polynomfunktionen!

Spektralzerlegung von Matrizen: Ein wichtiges Merkmal einer Matrix sind ihre Eigenwerte
und Eigenvektoren (vgl. Abschnitt 5.4 in MaMelI). Fiir reelle symmetrische Matrizen erlauben
sie insbesondere eine sehr niitzliche Darstellung, die als Spektralzerlegung bekannt ist. Sei M
eine solche n x n-Matrix mit Eigenwerten \; und normierten (!) Eigenvektoren #;. Dann gilt

n
M= \ia . (12)
i=1

Hierbei bezeichnet UiT den zu ¥; transponierten Vektor. Wéahrend ¢; ein Spaltenvektor ist, ist
7T folglich ein Zeilenvektor. Das Produkt #; 7 ergibt deshalb gemif der Regel ,, Zeile x Spalte”



eine Matrix (im Gegensatz zum umgekehrten Produkt @/ 7;, das einen Skalar liefert).

Beispiel: Die Eigenwerte und zugehotrigen normieren Eigenvektoren der Matrix

(3 VB _ 7= (V2 =0 ()
M_<\/§ . ) lauten \i =1, A =7, U1_<_1>’02_\/6< 2 >

Eine einfache Rechnung ergibt (Priifen Sie das nach!)

/\1171171T+>\2172172T:1-;<\_/?>(\@ —1)+7-é<‘f)(\f2 2):(\% ?):M,

in Ubereinstimmung mit (12).

In der Quantenmechanik werden wir Spektralzerlegungen fiir bestimmte lineare Operatoren
A benutzen. Es wird Sie nicht iiberraschen, dass das grundsétzlich moglich ist. Denn wir haben
oben ja die enge Korrespondenz zwischen linearen Operatoren und Matrizen gesehen. Als kom-
plexe Verallgemeinerung der Forderung, dass es sich bei (12) um reelle symmetrische Matrizen
mit M = M7T handeln muss, werden die Operatoren die Eigenschaft haben, hermitesch zu sein.
Thre Darstellungsmatrizen erfiillen also die Bedingung A = (A4*)” [vgl. auch (5.20) in MaMe]I].

Oft sind die linearen Operatoren in der Quantenmechanik auf einem unendlich-dimensionalen
Vektorraum definiert. Die zugehorigen Darstellungsmatrizen sind dann ebenfalls unendlich gro8.
Die obigen Konzepte lassen sich auch auf diesen Fall anwenden.



